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(2)解:A={x|x=m2-n2,m,n∈Z},m2-n2=(m-n)(m+

n).①若 m,n 同奇或同偶时,m+n,m-n 均为偶数,(m-

n)(m+n)为4的倍数;②当 m,n 为一奇一偶时,m+n,m-

n 均为奇数,(m-n)(m+n)为奇数.综上,所有满足集合A 的

偶数为4k(k∈Z).因此,满足集合A 的不超过15的正偶数有

4,8,12.

(3)证明:集合B={x|x=2k+1,k∈Z},则恒有2k+1=(k+

1)2-k2,所以2k+1∈A,即一切奇数都属于A.故“x∈B”是

“x∈A”的充分条件.
                          

 
 
                          

 
 
 
 解题关键在于根据集合的性质,应用因式分解、恒

等转化、代数式的奇偶性讨论,判断元素与集合的关系,证明

条件间的充分、必要关系,确定满足条件的数集.

课时提优5 充要条件

1.
 

A 由题得A∪B={0,1,2},所以m=± 2或m=±1,所

以“m=1”是“A∪B={0,1,2}”的充分不必要条件.

2.
 

A 使x>1成立的一个必要不充分条件,满足不等式的解

集包含x>1,但不完全一致,A选项解集为x>1或x<-1,成

立,A选项正确;B选项解集为x>1,为充要条件,B选项错误;

C选项解集为0<x<1,不成立,C选项错误;D选项错误.

3.
 

D 因为p 是q的必要不充分条件,q是r的充要条件,所以

p 是r的必要不充分条件,即r⇒p 成立.因为r是s的充分不

必要条件,所以r⇒s 成立,则 p 是s 的既不充分也不必要

条件.

4.
 

AD 对于A,由于“x>4”与“x<5”互相不能推出,所以 A

正确;对于B,正三角形一定是等腰三角形,等腰三角形不一定

是正三角形,即“三角形为正三角形”是“三角形为等腰三角形”

的充分不必要条件,所以B错误;对于C,“关于x 的方程ax2+

bx+c=0(a≠0)有实数根”的充要条件是“b2-4ac≥0”,所以

C错误;对于D,因为b 可以为零,所以由a≠0不能推出ab≠

0,故充分性不成立,由ab≠0可得a≠0且b≠0,即必要性成

立,所以“a≠0”是“ab≠0”的必要不充分条件,所以D正确.

5.
 

③④ 因为
x-y=2,

x+y=6, 解得
x=4,

y=2, 所以解集为{(4,2)},故

①错误.当a=0时,x=-1,此时A={-1},满足题意.当a≠

0时,需满足Δ=1-4a=0,可得a=
1
4
,因此a=0或a=

1
4
,

故②错误.由ac<0得Δ=b2-4ac>0,即该方程有两个实数

根,且两根之积
c
a <0

,即两根异号,所以充分性成立;若ax2+

bx+c=0有一正根一负根,可知两根之积为负,即c
a <0,即

ac<0,所以必要性成立,故③正确.由 M∪N=M,知 N⊆M,

又因为 M={0,4},所以 N 可以是⌀,{0},{4},{0,4},共4个,

故④正确.

6.
 

{a|a≤-1或1≤a<2} ∁RB={x|x<0或x>1}.因为

x∈A,所以集合A={x|2a-1<x<a+1}不是空集,即2a-

1<a+1,解得a<2.由题意知集合A 是集合∁RB 的真子集,

即a+1≤0或2a-1≥1,解得a≤-1或a≥1.综上所述,实数

a 的取值范围是{a|a≤-1或1≤a<2}.

7.
 

B 取a=1,b=-2,满足a>b,而 b+1无意义,即a>b

不能推出 a+1> b+1;若 a+1> b+1,则必有a+

1>b+1≥0,即a>b 成立.所以“a>b”是“ a+1> b+1”

的必要不充分条件.

8.
 

B 当a=5,b=4,c=3时,易知△ABC 是直角三角形,但

a2+b2≠c2,所以充分性不满足;根据勾股定理,由a2+b2=

c2,可得△ABC 是直角三角形,所以必要性成立.故“△ABC 为

直角三角形”是“a2+b2=c2”的必要不充分条件.

9.
 

BC 由“x<3”能推出“x≤3”,反之不成立,所以“x<3”是

“x≤3”的充分不必要条件,故
 

A错误;由b
a <1得

a>0,

b<a 或

a<0,

b>a, 所以由“a>b>0”可得“b
a <1

”,反之不成立,故“b
a <

1”的一个充分不必要条件是“a>b>0”,故
 

B正确;若x2+

2x+a=0有两个负实数根,则

22-4a≥0,

a>0,

-2<0,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 得0<a≤1,故C

正确;
 1
x<1

等价于x>1或x<0,所以“x>1”是“
1
x <1

”的

充分不必要条件,故
 

D错误.

10.
 

BC 当m=3时,x2+4=0无实数根,故 A 错误;方程

x2+(m-3)x+4=0无实数根,则Δ=(m-3)2-16<0,解得

-1<m<7,又由{m|-1<m<7}⊆{m|m>-1},知方程无实

根的一个必要条件是m>-1,故B正确;方程x2+(m-3)·

x + 4 = 0 有 两 个 正 实 数 根 的 充 要 条 件 是

Δ=(m-3)2-16≥0,

3-m>0, 解得m≤-1,
 

故C正确,D错误.

11.
 

充分不必要 当-4<k<0时,k<0且 Δ=k2+4k=

k(k+4)<0,所以函数y=kx2-kx-1的值恒为负;反过来,

函数y=kx2-kx-1的值恒为负不一定有-4<k<0,如当

k=0时,函数y=kx2-kx-1的值恒为负.所以p 是q的充分

不必要条件.

12.
 

{m|-2≤m≤0} 由已知得A⫋B,即m 需满足不等式组

2m-1≤-1,

m+5≥3 且等号不同时成立,解得-2≤m≤0.

13.
 

解:若选择①,即“x∈P”是“x∈S”的充分不必要条件,则

P⫋S,则
1-m≤1,

1+m>4, 解得 m>3,即实数 m 的取值范围是{m|

m>3}.

若选择②,即“x∈P”是“x∈S”的必要不充分条件,则S⫋

P.当S=⌀时,1-m≥1+m,解得m≤0;当S≠⌀时,1-m<

1+m,解得m>0,则
1-m≥1,

1+m≤4, 解得m≤0,此时解集为⌀.综

上所述,实数m 的取值范围是{m|m≤0}.
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ab≥8,当且仅当a=2,b=4时取等号.所以ab的最小值为8.

6.
 

2-43 
23
3  y=2-3x-

4
x
(x>0)=2- 3x+

4
x  ≤

2-2 3x·
4
x =2-43,当且仅当3x=

4
x
,即x=

23
3

时,等

号成立,所以y=2-3x-
4
x
(x>0)的最大值是2-43.

7.
 

C 因为
a-1+b-2

2 ≥ (a-1)(b-2)= 2,所以a+b≥

3+22,当且仅当a-1=b-2,即a=1+ 2,b=2+ 2时取等

号,所以a+b的最小值为3+22.

8.
 

C 因为
(x+1)(2y+1)

xy
=
2xy+x+2y+1

xy
,因为x>0,y>0,

x+2y=5,xy>0,所以
2xy+6

xy
≥
2×23 xy

xy
=43,当且仅当

xy=3,即x=3,y=1时,等号成立,故所求的最小值为43.

9.
 

ABD 对于A,y=x2+
4
x2≥2 x2×

4
x2 =4,当且仅当x=

± 2时等号成立,ymin=4,故 A正确.对于B,y=
1

x-1+x-

1+2≥2+2=4,当且仅当x-1=1即x=2时等号成立,故B

正确.对 于 C,y =
x2+10
x2+6

=
(x2+6)+4

x2+6
= x2+6 +

4
x2+6

≥4,因为x2+6=4无解,所以等号不成立,故ymin 不

是4,故C错误.对于D,由于x<0,所以y=2-x-
1
x =2+

(-x)+
1
(-x)  ≥2+2 (-x)·

1
(-x)=4

,当 且 仅 当

-x=
1
(-x)

,即x=-1时等号成立,故D正确.

10.
 

BCD 对于A,a+b=(a+b) 1a+
2
b  =3+2ab +

b
a ≥

3+22,当且仅当a=1+ 2,b= 2+2时取等号,即a+b 的

最小值是3+2 2,故 A错误.对于B,由
1
a +

2
b =1

得ab=

2a+b≥2 2ab,当且仅当2a=b 时取等号,则ab-2 2ab≥

0, ab( ab-22)≥0.因为a>0,b>0,所以 ab≥22,

所以ab≥8,故ab的最小值是8,故B正确.对于C,

解法1 a(b-1)=ab-a=2a+b-a=a+b,由A知a+b的

最小值是3+22,故C正确.

解法2 因为
1
a+

2
b=1

,所以a=
b

b-2.
因为a>0,b>0,所以

b-2>0,所以a(b-1)=
b(b-1)
b-2 =(b-2)+

2
b-2+3≥3+

22,当且仅当b=2+ 2时取等号,故C正确.对于D,

解法1 4a2+b2≥2×2a×b,当且仅当2a=b时取等号,又ab≥

8,也是当且仅当2a=b时取等号,即4a2+b2≥4ab≥32,当且仅当

2a=b时取等号,故4a2+b2 的最小值是32,故D正确.

解法2 因为ab≥8,所以4a2+b2=(2a+b)2-4ab=(ab)2-

4ab=(ab-2)2-4≥32,故D正确.

11.
 5
2 

因为0<x< 5,所以x 5-x2 = x2(5-x2)≤

x2+(5-x2)
2 =

5
2
,当且仅当x2=5-x2,即x=

10
2

时等号

成立,所以x 5-x2 的最大值是
5
2.

12.
 

9 因 为3x>y>0,所 以3x-y>0,所 以
1

3x-y
+

2
2x+3y

=
1

3x-y
+

4
4x+6y

= 1
3x-y

+
4

4x+6y  (3x-y+

4x + 6y ) = 5 +
4x+6y
3x-y

+
4(3x-y)
4x+6y

≥ 5 +

2
4x+6y
3x-y

·4
(3x-y)
4x+6y

=9,当且仅当2(3x-y)=4x+6y,

即x=
4
33
,y=

1
33

时取等号.

13.
  

解:(1)x +
4

x-3 = x - 3 +
4

x-3 + 3 ≥

2 (x-3)·
4

x-3+3=7
,当且仅当x-3=

4
x-3

,即x=5

时,等号成立.

(2)①因为xy=9x+y≥2 9xy=6 xy,所以 xy( xy-

6)≥0.又x,y 为正数,所以 xy≥6,则xy≥36,当且仅当

9x=y,即x=2,y=18时,等号成立.

②由9x+y=xy 可得
9
y
+
1
x =1

,则2x+3y=
9
y
+
1
x  ·

(2x+3y)=29+
18x
y
+
3y
x ≥29+2

18x
y
·3y

x =29+66,当

且仅当
18x
y
=
3y
x
,即 6x=y,又9x+y=xy,即x=

36
2 +1,

y=9+ 6时,等号成立.

14.
 

证法1(分析法) 因为a>0,b>0,要证 1+
1
a   1+

1
b ≥4,只要证(a+1)(b+1)≥4ab,即证a+b+1≥3ab.因为

a+b=2,所 以 只 要 证ab≤1.因 为a>0,b>0,所 以ab≤

a+b
2  

2

=1,当且仅当a=b=1时取等号.故原不等式成立.

证法2 因为a>0,b>0,a+b=2,所以 1+
1
a  1+1b  =

1+
a+b
2a  1+a+b2b  = 3

2+
b
2a  3

2+
a
2b  = 5

2 +

3
4

a
b +

b
a  ≥52+34×2=4,当且仅当

a
b =

b
a
,即a=b=

1时取等号.

证法3 因为a>0,b>0,a+b=2,所以ab≤ a+b
2  

2

=1,所

以
1
ab≥1.

因为1+
1
a ≥2

1
a
,当且仅当a=1时取等号,1+

1
b ≥2

1
b
,当且仅当b=1时取等号,所以 1+

1
a   1+

·11·
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