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江苏省苏州市2025届高三

上学期开学考试
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􀦻􀦻

  1~7,9,10,12,13,15~17,18(1),19(1),合计108分.
  上述分数是基础题和中档题的分数,是通过科学的训练

能够拿到的分数,你拿到了吗?

1.
  

C 2-ii =
(2-i)(-i)
i×(-i) =-1-2i.

2.
  

C 由B={x|x2-4x<0},得B={x|0<x<4},故A∩
B=[2,4).

3.
  

A 函数f(x)=sin
 

x的图象先向左平移π
4

个单位长度得

到函数y=sinx+π4  的图象,将y=sinx+π4  图象上所有点

的纵坐标保持不变,横坐标变为原来的1
2
,得到函数g(x)=

sin2x+π4  的图象,所以g π
2  =sin2×π2+π4  =-sinπ4=

-22. 

4.
  

A 因为
 

a∥b的充要条件是x2=2-x,解得x=-2或

x=1,所以“x=-2”是“a∥b”的充分不必要条件.
5.

  

B 因为500×60%=300,所以竞赛成绩不低于80分的人

数至少为500-300=200.
6.

  

D 如图,在正四棱锥P ABCD 中,点O 是底面中心,E
是BC的中点,则PO⊥平面ABCD,PE 是斜高,∠PBO 即为侧棱

PB 与底面所成的角.设底面边长为a,PE=h',由题意,得4×
1
2ah'=2a

2,则h'=a.又OE=12a
,所以PO= PE2-OE2=

a2-14a
2= 32a,而OB= 22a,所以PB= PO2+OB2 =

5
2a
,故cos∠PBO=OBPB=

2
2a

5
2a
= 10
5 .

7.
  

C 
 

求
x1
x2

的最大值,这里含有两个变量,若变量

x1,x2之间没有关系,则x1
x2

也就没有最大值.因此我们必须寻找到

x1,x2之间的关系,这是解题的关键,也是突破口.因为x1 是函数

f(x)=ex+e(x-a-1)(e为自然对数的底数)的零点,所以x1 必

与参数a有关,同理x2也必与参数a有关,这样x1 与x2 就间接

地通过参数a联系在一起.如果能消去参数a,就能得到x1,x2 之

间的直接关系,并进一步化简,再运用消元思想,将求
x1
x2

的最大值

的二元问题,转化为一元问题,那就简单了.
因为x1 是函数f(x)的零点,所以e

x1+e(x1-a-1)=0,即

e
x1-1+(x1-1)=a ①.又因为x2 是函数g(x)的零点,所以

ln(x2e
x2)-a=0,即ln

 

x2+x2=a ②.由①②消去a得e
x1-1+

(x1-1)=ln
 

x2+x2,即e
x1-1+(x1-1)=e

ln
 

x2+ln
 

x2 ③.设函

数h(x)=ex+x,则③式可表示为h(x1-1)=h(ln
 

x2).因为

h'(x)=ex+1>0,所以h(x)在 R上单调递增,所以x1-1=

ln
 

x2,即x2=e
x1-1,则x1

x2=
x1
e

x1-1
.设函数φ(x)=

x
ex-1

,则φ'(x)=

1-x
ex-1

,当x<1时,φ'(x)>0,φ(x)在(-∞,1)上单调递增;当x>

1时,φ'(x)<0,φ(x)在(1,+∞)上单调递减,所以φ(x)max=

φ(1)=1,即
x1
x2

的最大值为1.

                          
 
                          

 
 
 对于求解既含有指数式ex,同时又含有对数式ln

 

x的

问题,我们经常利用x=eln
 

x=ln
 

ex 将对数式与指数式进行互化,
从而构造同构式来解决问题.

8.
  

A 
 

求AB中点横坐标的最小值,首先我们要选

择好变量表示AB 中点的横坐标,再选择是用函数知识还是用不

等式知识求最小值.AB 中点的横坐标直接与A,B 两点的横坐标

有关,而A,B两点横坐标又由直线AB 确定,具体来说,就是和直

线AB的斜率k和纵截距m 有关,这样我们可以通过根与系数的

关系以及中点坐标公式,用k和m 来表示AB 中点的横坐标,又由

|AB|=6,可以得到k和m 满足的等量关系,从而求出最小值.注
意一些细节,如A,B 为双曲线右支上两点,不过这样有点小题大

做的嫌疑,我们也可以从|FA|+|FB|≥|AB|,结合圆锥曲线的第

二定义来处理,这便有了两种解法.
解法1(代数法) 当直线AB 的斜率不存在时,直线AB 的方

程为x= 10,此时AB 的中点的横坐标为 10;当直线AB 的斜

率存在时,设直线AB 的方程为y=kx+m,联立
y=kx+m,

x2-y2=1, 消去

y,得(1-k2)x2-2kmx-m2-1=0,设A(x1,y1),B(x2,y2),则

x1+x2=
2km
1-k2

,x1x2=
m2+1
k2-1>0

,所以k2>1.

                          
 
                          

 
 
 【启发式分析】注意到

x1+x2
2

中含有两个变量k,m,为此,利

用|AB|=6消去一个变量,从而简化问题.

因为|AB|= 1+k2|x1-x2|= 1+k2· (x1+x2)2-4x1x2=

1+k2· 4m2+4-4k2

|1-k2| =2 1+k
2· m2+1-k2

k2-1 =6,所以

m2=10k
4-18k2+8
k2+1 =9

(k2-1)2

k2+1 +k2-1.

                          
 
                          

 
 
 【启发式分析】注意到

x1+x2
2 = km

1-k2
中的变量m 为一次形

式,为此,将它进行平方加以处理.

因为 x1+x2
2  

2

= km
1-k2  

2

= k2
(1-k2)2

9(k2-1)2

k2+1 +k2-1  =
9k2

k2+1+
k2

k2-1.

                                                  【启发式分析】将k2 作为一个整体,可利用导数来求最值.

令t=k2>1,设f(t)=
9t

t+1+
t

t-1
,则f'(t)=

9
(t+1)2-

1
(t-1)2=

4(2t-1)(t-2)
(t+1)2(t-1)2.

当t∈(1,2)时,f'(t)<0,f(t)单调递

减;当t∈(2,+∞)时,f'(t)>0,f(t)单调递增.故当t=2时,

f(t)min=8,所以 x1+x2
2  min=22.

·1·
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解法2(第二定义法+几何法) 由圆锥曲线的统一定义知,双

曲线x2

a2-
y2

b2=1
右支上的点到右焦点的距离与到准线x=a

2

c
的距

离之比等于离心率.因为双曲线C 为等轴双曲线,所以离心率e=

2.如图,设双曲线右焦点为F,连接AF,BF,取AB 的中点M,过

点A,B,M 分别作准线x= 22
的垂线,垂足分别为A',B',M',则

 

|BF|
|BB'|=

|AF|
|AA'|=e= 2

,故|MM'|=12
(|AA'|+|BB'|)=

1
2
|AF|+|BF|

e  = 24(|AF|+|BF|)≥ 24|AB|= 24×6=
32
2
,当且仅当A,B,F 三点共线时,|MM'|取最小值,故此时中点

M 的横坐标的最小值为32
2 +

2
2=22.

                          
 
 
                          

 
 
 
 两种解法中,解法1是基础解法,它需要学生有很强的

运算能力,以及相应的运算技巧和方法;解法2对学生的思维能

力要求相对较高,需要学生掌握圆锥曲线的统一定义,相对来讲,
对运算能力的要求稍低.

9.
  

BC 由于n=6,故二项式系数最大的为C36,为第4项,故

A错误;x+2
x  

6

的展开式的通项为Tr+1=2rCr
6x6-rx

-12r=

2rCr
6x
6-32r,r=0,1,2,3,4,5,6,令6-32r=0

,解得r=4,故常数

项为第5项,故B正确;令6-32r=3
,则r=2,故含x3 的项为

22C26x3=60x3,故 C 正 确;在 x+2
x  

6

中,令 x=1,得

1+2
1  

6

=36=729,故D错误.

                          
 
 
 
                          

 
 
 
 
 对于二项式定理这部分内容,重点要掌握好以下四点:

1.
 

二项式(a+b)n 的展开式的通项Tr+1=Cr
nan-rbr(r=0,1,

2,…,n);2.
 

注意二项式系数与系数的区别与联系;3.
 

赋值法;

4.
 

夹逼法(主要用于求系数的最值).

                          
                          

 
 10.

 

BCD 【启发式分析】注意到所研究的对象随着α的变化

而变化,为此,只需将所要研究的对象表示为关于α的函数.

对于A,若α=30°,AB⊥AC,则∠BAC=90°,∠CAD=60°,故

∠BAE=30°,在Rt△ABE 中,AB= AE
cos∠BAE=

1
3
2

=233
,故A

错误;对于B,因为 AB⊥AC,所以∠BAE=∠ACD=α,α∈

0,π2  ,在Rt△ACD 中,AC= AD
sin∠ACD=

2
sin

 

α
,在 Rt△ABE

中,AB= AE
cos∠BAE=

1
cos

 

α
,所以S△ABC=

1
2AB·AC=12

·

1
cos

 

α
· 2
sin

 

α=
1

sin
 

αcos
 

α=
2

2sin
 

αcos
 

α=
2

sin
 

2α
,当sin

 

2α=1,即

α=π4
时,(S△ABC)min=2,故B正确;对于C,若△ABC 为等边三角

形,则∠BAC=60°,∠CAD=90°-α,所以∠BAE=180°-60°-

(90°-α)=30°+α,在Rt△ACD 中,AC= AD
sin∠ACD=

2
sin

 

α
,在

Rt△ABE 中,AB= AE
cos∠BAE=

1
cos(30°+α)

,因为AC=AB,所以

2
sin

 

α=
1

cos(30°+α)
,即2cos(30°+α)=sin

 

α,所以 3cos
 

α-

sin
 

α=sin
 

α,即3cos
 

α=2sin
 

α,故tan
 

α=sin
 

α
cos

 

α=
3
2
,故C正确;

对于D,若∠BAC=60°,由C选项的分析知,AC= 2
sin

 

α
,AB=

1
cos(30°+α)

,所以 1
AB+

2
AC=cos

(30°+α)+sin
 

α= 32cos
 

α+

1
2sin

 

α=sin(α+60°)≤1,当α=30°时,等号成立,故D正确.

11.
 

ACD 
 

此题四个选项的确定,都与数列 an  的

通项公式有关,那如何求通项公式呢? 研究数列通常从相邻项的

关系开始,例如等差数列满足相邻两项的差为常数,等比数列满足

相邻两项的比为常数,这里能否从相邻项的关系考虑呢? 此题数

列 an  满足a1=1,∀m,n∈N*,有 1
an+m

=1an
+1am

成立,该等式中

涉及三项,但因为∀m,n∈N*,所以我们不妨固定一项,如令m=

1,则可转化为相邻两项之间的关系,从而知晓数列 1
an  为何种数

列.

对于选项A,令m=1,则 1
an+1

=1an
+1a1

,所以 1
an+1

-1an
=1,即

1
an  是首项为1,公差为1的等差数列,所以1

an
=n,即an=

1
n
,所

以a2024=
1
2024

,故A正确.对于选项B,

                          
 
 
 
                          

 
 
 
 
 【启发式分析】问题的本质就是求a22+a23+…+a2n+1 的取值

范围,注意到数列 1
n2  无法直接求和,为此,可利用不等式1

n2=

4
4n2<

4
4n2-1=2

1
2n-1-

1
2n+1  进行放缩后求和.

因为1
n2=

4
4n2<

4
4n2-1=2

1
2n-1-

1
2n+1  ,所以a22+a23+…+

a2n+1=
1
22+

1
32+

…+ 1
(n+1)2<2 13-15+15-17+…+ 1

2n+1-

1
2n+3 =23- 2

2n+3<
2
3
,故不存在n∈N*,使得a22+a23+…+

a2n+1>
2
3
,故B错误.

                          
 
                          

 
 
 【启发式分析】注意到选项C,D所研究的不等式左边均为n

项和的形式,为此,将不等式的右边也转化为n项和的形式,从而

可将不等式的左、右两边进行逐项比较.

对于选项C,根据对数的性质,可知ln(n+1)=lnn+1n +

ln n
n-1+ln

n-1
n-2+

…+ln21
,只需lnn+1n <1n

,即ln(x+1)<

x.令f(x)=ln(1+x)-x,x>-1,则f'(x)=
1
1+x-1=

-x
1+x

,

当-1<x<0时,f'(x)>0,当x>0时,f'(x)<0,所以f(x)在
(-1,0)上单调递增,在(0,+∞)上单调递减,所以f(x)≤f(0)=
·2·
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0,所以ln(1+x)≤x,当x=0时,取等号,所以ln1+11  <1,
ln1+12  <12,…,ln1+1n  <1n,累加得1

1+
1
2+

…+1n>

ln 21
·3
2
·…·n+1

n  =ln(n+1),即a1+a2+a3+…+an>

ln(n+1),故C正确.对于选项D,根据对数的性质,可知ln(n+

1)=lnn+1n +ln n
n-1+ln

n-1
n-2+

…+ln21
,只需lnn+1

n >

1
n+1

,即ln1+1x  > 1
x+1

,即ln(1+x)> 1
1
x+1

= x
1+x.令

g(x)=ln(1+x)-
x
1+x

,x>0,则g'(x)=
1
1+x-

1
(1+x)2=

x
(1+x)2>0

在(0,+∞)上恒成立,所以g(x)在(0,+∞)上单调

递增,所 以 g(x)>g(0)=0,所 以ln(1+x)> x
1+x

,所 以

ln1+1x  > 1
x+1

,所 以 1
1+1<ln1+

1
1  , 12+1<ln 1+

1
2 ,…,1n+1<ln1+1n  ,累加得1

2+
1
3+

…+ 1
n+1<ln

(n+

1),即a2+a3+a4+…+an+1<ln(n+1),故D正确.
                          

 
 
 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 
 
 本题在求解的过程中应用了几种常见的放缩关系,即

1
n2=

4
4n2<

4
4n2-1=2

1
2n-1-

1
2n+1  ,lnn+1n <1n

,lnn+1n >

1
n+1

,其中后两种不等关系的本质就是函数不等式ln
 

x≤x-1,

ln(1+x)> x
1+x

的应用,平时要注意这些知识的积累与应用.

12.
 

33 由余弦定理b2=a2+c2-2accos
 

B,得13=a2+

4-4acos
 

30°,即a2-23a-9=0,解得a=33(负值舍去).
                          

                          
 
 13.

 

23 解法1(几何法) 【启发式分析】注意到直线l过

定点,为此,当直线l与OP 垂直时,弦AB 的长最小.

由题意,得直线l:(2k+1)x-ky-1=(2x-y)k+x-1=0
过定点P(1,2),圆O:x2+y2=8的圆心为O(0,0),半径为r=

22,连接OP,当直线l与OP 垂直时,弦AB 的长最小,且|OP

|= 12+22=5,所以AB 长的最小值为2 r2-|OP|2=23.
                          

                          
 
 解法2(代数法) 【启发式分析】应用直线与圆相交时的弦长

公式,将AB 表示为关于k的函数来求最值.

因为 圆 心 O 到 直 线l 的 距 离 d= 1
(2k+1)2+k2

=

1

5k+25  
2

+15

,所以当k=-25
时,dmax= 5,此时|AB|min=

2 r2-d2max=2 8-5=23.
                          

 
                          

 
 
 解法1是利用直线过定点以及几何图形的直观性加以

解决的,此解法运算量小;解法2是利用代数的方法,通过求函数

的最值加以解决的,相对而言,运算量要比几何法大.
                          

 
 
                          

 
 
 
 14.

 

6 解法1 【启发式分析】解决本题的第一要素是确定4
条线段的长度.注意到AB,CD 之间是一种“对称关系”,为此,可
先确定BC,AD 的长度,同时,注意到AD 是4条线段中最长的,
为此,需分x>9以及0<x<9进行分类讨论.

当0<x<9时,AD=9,若BC=1,则不妨设AB=x,CD=5,

则x
5=

BO
1-BO=

AO
9-AO

,解得BO= x
x+5

,AO= 9xx+5
,由AO2=

BO2+AB2,得 9x
x+5  

2

= x
x+5  

2

+x2,解得x=4 5-5;若

BC=5,则不妨设AB=x,CD=1,则x
1=

BO
5-BO=

AO
9-AO

,解得

BO= 5xx+1
,AO= 9xx+1

,由 AO2=BO2+AB2,得 9x
x+1  

2

=

5x
x+1  

2

+x2,解得x=2 14-1;若BC=x,则不妨设AB=5,

CD=1,则51=
BO

x-BO=
AO
9-AO

,解得BO=5x6
,AO=152

,由

AO2=BO2+AB2,得 15
2  

2

= 5x6  
2

+25,解得x=35.当x>9

时,AD=x,若BC=1,则不妨设AB=9,CD=5,则95=
BO
1-BO=

AO
x-AO

,解 得 BO= 914
,AO=9x14

,由 AO2=BO2+AB2,得

9x
14  

2

= 9
14  

2

+81,解得x= 197;若BC=5,则不妨设AB=

9,CD=1,则91=
BO
5-BO=

AO
x-AO

,解得BO=92
,AO=9x10

,由

AO2=BO2+AB2,得 9x
10  

2

= 9
2  

2

+81,解得x=55;若BC=

9,则不妨设AB=5,CD=1,则51=
BO
9-BO=

AO
x-AO

,解得BO=

15
2
,AO=5x6

,由AO2=BO2+AB2,得 5x
6  

2

= 15
2  

2

+25,解得

x=3 13.综上所述,满足条件的x共有6个不同的取值.
                          

 
                          

 
 
 解法2 【启发式分析】解法1是利用其中一个小直角三角形

中的数量关系进行求解的,比较烦琐,为此考虑将四条线段放到

一个直角三角形中进行求解.

如图,将线段BC 平移到AE 处,则△ADE 是一个直角三角

形,此时AE=BC,DE=AB+CD.若0<x<9,则AD=9,当

AE=x时,x2+(1+5)2=92,解得x=35;当AE=1时,12+
(x+5)2=92,解得x=45-5;当AE=5时,52+(x+1)2=92,

解得x=2 14-1.若x>9,则 AD=x,当 AE=9时,92+
(1+5)2=x2,解得x=3 13;当AE=1时,12+(9+5)2=x2,解

得x= 197;当AE=5时,52+(1+9)2=x2,解得x=55.所以

x的取值个数为6.

                          
 
 
                          

 
 
 
 解法1是将问题转化到某个小三角形中进行求解,其

本质是各个击破的方法;而解法2是将四条线段放到一个三角形

中,其本质是整体化归的方法.很显然,解法2比解法1更为简

单、快捷,因为它更好地揭示了问题的本质.

15.
 

解:(1)
 

解法1 设“汤姆的选择中有200米服务”为事件

A,“汤姆的选择中有1500米服务”为事件B,

则P(A)=
C25
C36
=12

,P(AB)=
C14
C36
=15

, (4分)

所以P(B|A)=P
(AB)

P(A)=

1
5
1
2

=25. (6分)

·3·
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解法2 设“汤姆的选择中有200米服务”为事件A,“汤姆的

选择中有1500米服务”为事件B,

则P(B|A)=n
(AB)

n(A)=
C14
C25
=410=

2
5. (6分)

(2)
 

X 的所有可能取值为0,1,2,3,

且P(X=0)=
C36C04
C310
=16

,P(X=1)=
C26C14
C310
=12

,

P(X=2)=
C16C24
C310
=310

,P(X=3)=
C06C34
C310
=130.

(10分)

所以X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 1
6

1
2

3
10

1
30

  所以E(X)=0×16+1×
1
2+2×

3
10+3×

1
30=

6
5. (13分)

 或随机变量X 服从超几何分布X~H(3,4,10),则E(X)=

3×4
10 =

6
5 

【5】

                           
                           

 
 【1】若用期望公式,则必须先说明随机变量X 服从超几

何分布X~H(3,4,10),否则扣1分.

16.
 

(1)
 

证明:因为△ABD 是边长为2的正三角形,E 为AD
的中点,所以BE⊥AD. (2分)

又因为平面BEF⊥平面ABD,平面BEF∩平面ABD=BE,

AD⊂平面ABD,【1】

所以AD⊥平面BEF. (4分)
(2)

 

解:如图,取AB 的中点O,连接OD,OC.
由于底面三角形ABC为等腰直角三角形,△ABD 是边长为2

的正三角形,
故OD⊥AB,OC⊥AB.
又平面ABC⊥平面ABD,且平面ABC∩平面ABD=AB,

OD⊂平面ABD,所以OD⊥平面ABC. (6分)
因为OC⊂平面ABC,所以OD⊥OC,所以OC,OA,OD 两两

垂直,以{OC→,OA→,OD→}为正交基底,建立如图所示的空间直角坐标

系Oxyz,则A(0,1,0),B(0,-1,0),C(1,0,0),D(0,0,3),

所以BC→=(1,1,0),CD→=(-1,0,3). (8分)
设平面BCD 的法向量为m=(x,y,z),

则
m·BC→=0,

m·CD→=0, 即
x+y=0,

-x+3z=0, 令z=1,则x= 3,y=

-3,所以m=(3,-3,1). (12分)
因为AD⊥平面BEF,所以平面BEF 的一个法向量为AD→=

(0,-1,3). (13分)
设平面BEF与平面BCD的夹角为θ,则cos

 

θ=|cos<m,AD→>|=
|m·AD→|
|m||AD→|

=23
7×2

= 21
7 .

故平面BEF 与平面BCD 的夹角的余弦值为 21
7 . (15分)

                           
                           

 
 【1】若此处没有交代“平面BEF∩平面ABD=BE”和

“AD⊂平面ABD”,则此步骤不得分.

17.
 

解:(1)
 

因为f'(x)=cos
 

x+ex-4,所以f'(0)=cos
 

0+
e0-4=-2,

所以f(x)在点(0,1)处的切线方程为y=-2x+1. (2分)
设直线y=-2x+1与y=g(x)图象的切点为 M(x0,

g(x0)).
因为g'(x)=3x2-a,所以g(x)在点M 处的切线方程为y-

g(x0)=(3x20-a)(x-x0),
即y=(3x20-a)x-2x30+3,

从而
3x20-a=-2,

-2x30+3=1, (4分)

解得
x0=1,

a=5. (6分)

                          
 
                          

 
 
 (2)

 

【启发式分析】注意到f(0)=1>0,f(-π)=4π+e-π>
0,为此,猜测函数f(x)在(-π,0]上不存在零点,从而将问题转

化为研究函数f(x)在(0,+∞)上零点的个数问题.

因为f'(x)=cos
 

x+ex-4,
当-π<x≤0时,-1<cos

 

x≤1,0<ex≤1,所以f'(x)<0,
所以函数f(x)单调递减,

所以f(x)≥f(0)=1,此时函数f(x)无零点. (9分)
                          

                          
 
 【启发式分析】为研究函数f'(x)=cos

 

x+ex-4的零点情

况,再次对它进行求导,来研究它的单调性.

当x>0时,设h(x)=cos
 

x+ex-4,则h'(x)=-sin
 

x+
ex>1-sin

 

x≥0,所以h(x),即f'(x)单调递增.
因为f'(1)=cos

 

1+e-4<0,f'(2)=cos
 

2+e2-4>0,
所以存在x0∈(1,2),使得f'(x0)=0. (11分)
当x∈(0,x0)时,f'(x)<0,f(x)单调递减.
当x∈(x0,+∞)时,f'(x)>0,f(x)单调递增. (13分)
又f(0)=1>0,f(1)=sin

 

1+e-4<0,所以f(x)在(0,1)上
有一个零点.

又f(3)=sin
 

3+e3-12>0,所以f(x)在(1,3)上有一个

零点.
综上所述,f(x)在(-π,+∞)上有2个零点. (15分)

18.
  

(1)
 

解:因为A(-a,0),所以kPA=
2
1+a=

2
3
,解得a=

2. (2分)

又e=c
a=

3
2
,所以c= 3,从而b=1,所以椭圆的标准方程

为x2

4+y
2=1. (4分)

                          
 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 (2)

 

【启发式分析】根据△PBC 的面积来确定点B,C 是解第

(2)问的第一步,关于△PBC的面积的表示方法,注意到MP⊥x

轴,且将△PBC分为两个部分,为此,S△PBC 可表示为1
2|xB-xC|·

|MP|最为简单.

证明:易知直线l的斜率不为0,设直线l的方程为x=my+
1,B(x1,y1),C(x2,y2),

联立
x=my+1,

x2

4+y
2=1, 整 理 得 (m2 +4)y2 +2my-3=0,

Δ=16(m2+3)>0,则y1+y2=
-2m
m2+4

,y1y2=
-3

m2+4
, (5分)

·4·
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所以S△PBC=
1
2|PM||x1-x2|=|m(y1-y2)|=|m|·

(y1+y2)2-4y1y2=|m|·
4 m2+3
m2+4 =85

,解得m=±1.

又直线l的斜率小于零,所以m=-1,即直线l:y=-x+1,

则有5y2-2y-3=0,解得y=1或y=-
3
5
,从而有B(0,

1),C 8
5
,-35  . (7分)

                          
 
 
                          

 
 
 
 【启发式分析】在解析几何中求角的关系,一般有两种方法:一

是通过向量法来研究角,二是通过夹角公式来研究角.无论用哪

种方法,都需有相关的坐标,为此,联立直线PB 的方程与椭圆方

程,解得点D 的坐标.

证法1 此时直线PB 的方程为y=x+1.

联立
y=x+1,

x2

4+y
2=1, 整理得5x2+8x=0,所以x=0或x=

-85
,即xD=-

8
5
,

所以yD=-
3
5
,即D -85

,-35  ,所以MD→= -135
,-35  ,

MB→=(-1,1),

从而cos<MB→,MD→>= MB→·MD→
|MB→||MD→|

=

13
5-

3
5

2· 178
5

= 5
89

.(9分)

又PB→=(-1,-1),PC→= 3
5
,-135  ,所以cos<PB→,PC→>=

PB→·PC→
|PB→||PC→|

=

13
5-

3
5

2· 178
5

= 5
89

.

所以cos<MB→,MD→>=cos<PB→,PC→>,即∠BMD=∠BPC.
(10分)

证法2 同证法1得D -85
,-35  ,所以kMD=

-35-0

-85-1
=

3
13.

又kBM=-1,所以tan∠BMD= kBM-kDM

1+kBM·kDM
=85.(9分)

因为kPC=
2+35

1-85

=-133
,kPD=kPB=

2-1
1-0=1

,

所以tan∠BPC= kPC-kPB

1+kPC·kPB
=85=tan∠BMD.

所以∠BMD=∠BPC. (10分)
                          

                          
 
 证法3 【启发式分析】从几何的角度,通过寻找图形的几何

性质加以证明.

又kPB=1,kBC=-1,所以BC=BD,PB⊥BC. (8分)

又PB=BM=2,所以Rt△BPC≌Rt△BMD,
所以∠BMD=∠BPC. (10分)
证法 4 又 kPB =1,kBC = -1,所 以 由 对 称 性 可 得

D -85
,-35  ,所以DC⊥PM,

所以点M 为△PDC的垂心. (9分)
如图1,设DM 与PC 交于点N,所以P,B,M,N 四点共圆,

则∠BMD=∠BPC. (10分)

图1
                          

 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 (3)

 

【启发式分析】本题首先要考虑的是B,D,C,E 四点之间

是怎样的从属关系,即将哪些点看作是已知的,哪些点看作是未

知的? 根据所研究的对象———求直线CD 的斜率,我们将C,D
两点看作是已知的,从而只需将B,E 两点用C,D 的坐标表示出

来即可.

解:假设存在实数λ,使得BE→=λDC→,则BE∥DC,从而PB→=
λPD→,PE→=λPC→,由题意得λ∈(0,1).设C(x2,y2),D(x3,y3).

解法1(两椭圆的公共弦法) 由PB→=λPD→,得B(λx3+1-
λ,λy3+2-2λ).
                          
                          

 
 【启发式分析】如何处理B,D 两点? 注意到它们是椭圆上的

点,由此得到过点D 的直线方程.

又点B,D均在椭圆上,所以

x23
4+y

2
3=1,

(λx3+1-λ)2

4 +(λy3+2-2λ)2=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 可

得

x23
4+y

2
3=1,

λ2 x23
4+y

2
3  +λ(1-λ)x32 +

(1-λ)2

4 +4λ(1-λ)y3+4(1-λ)2=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

所以
λ(1-λ)x3

2 +
(1-λ)2

4 +4λ(1-λ)y3+4(1-λ)2=1-λ2,

整理得2λx3+16λy3+13-21λ=0, (13分)
同理可得2λx2+16λy2+13-21λ=0,
所以直线DC的方程为2λx+16λy+13-21λ=0, (15分)

所以直线DC的斜率为-18. (17分)

                          
 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 解法2(椭圆弦的性质) 【启发式分析】注意到CD 为椭圆的

弦,且需要求它的斜率,为此,联想到椭圆中的中点弦相关的性

质,即kCD·kON=-
b2

a2
(N 为CD 的中点,O 为坐标原点),从而

利用它来求解.

如图2,设CD 的中点为N(x0,y0),

则

x22
4+y

2
2=1,

x23
4+y

2
3=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 两 式 相 减,得

(x2-x3)(x2+x3)
4 +(y2-

y3)·(y2+y3)=0,

所以y2-y3
x2-x3

·2y0
2x0=-

1
4
,即kCD·kON=-

1
4. (13分)

同理,取BE 的中点G,则kBE·kOG=-
1
4.

由BE∥DC,得kCD=kBE,所以kON=kOG,
所以点O,N,G,P 共线,所以kON=kOP=2, (15分)

则kCD= -14  ·12=-18. (17分)

·5·
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图2
                          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 在求解解析几何问题时,要注意以下问题:

1.
 

解析几何是用代数的方法来研究几何问题,因此,研究问

题的基本方法就是联立方程组,通过将所要研究的对象转化为交

点的坐标加以处理,但往往这种方法运算量比较大,有时很烦琐.
2.

 

为减少或避免通过代数方法所带来运算难、繁的问题,我
们往往会从三个方面来寻找问题的突破口:

  (1)
 

通过寻找条件与结论之间最简捷的通道,来简化运算的

难度;
(2)

 

有效地利用图形的几何特征,通过应用图形的几何特征,
从而减少运算量或直接解决问题;

(3)
 

有效地利用等价转化策略,充分利用圆锥曲线相关的性

质来简化运算.
                          

 
                          

 
 
 19.

 

(1)
 

【启发式分析】研究数列问题的基本策略是确定其通

项公式,为此,就需要确定其递推关系,从而通过它的递推关系来

求得通项公式.

解:因为bn>1,由bn+1=
1
2 bn+

1
bn  ,得cn+1=ln

bn+1+1
bn+1-1=

ln

1
2 bn+

1
bn  +1

1
2 bn+

1
bn  -1

=lnbn+1
bn-1  

2

=2ln
bn+1
bn-1=2cn,

即cn+1=2cn,又cn≠0,所以{cn}为等比数列. (2分)

所以c2n+1=cncn+2,符合凸数列要求,所以数列{cn}为凸数列.
(4分)

                          
 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 (2)

 

【启发式分析】注意到已知条件为|f(a2)-f(a3)|=2,

而所求为∑
10

i=2
|ai+1-ai|,为此,需要将∑

10

i=2
|ai+1-ai|放缩为含

|f(a2)-f(a3)|的形式,由此不难想到用条件中的性质.但由

于条件中含有参数λ,故需要确定参数λ的取值范围.

证明:因为an+1>an>0,所以an+1≤ anan+2<
an+an+2

2
,所

以an+1-an<an+2-an+1.
又an<an+1,所以|an+1-an|<|an+2-an+1|. (5分)

因为|f(a2)-f(a3)|≤λ2|a2-a3|≤|f(a1)-f(a2)|,

且|f(a3)-f(a4)|≤λ3|a3-a4|≤|f(a2)-f(a3)|,所以

λ3|a3-a4|≤λ2|a2-a3|. (7分)

又|a2-a3|<|a3-a4|,所以λ3|a3-a4|<λ2|a3-a4|.
因为|a3-a4|>0,所以λ3<λ2.
又λ>0,所以0<λ<1. (9分)
所以|f(an)-f(an+1)|≤λn|an-an+1|<|an-an+1|,

所以∑
10

i=2
|ai+1-ai|=|a11-a10|+…+|a3-a2|>9|a3-

a2|>9|f(a2)-f(a3)|=18. (11分)
                          

 
                          

 
 
 (3)

 

【启发式分析】将|f(ai)-f(aj)|转化为相邻的项的差并

利用绝对值不等式进行放缩,这样就可以利用题设条件,转化为

ai,aj 之间的关系来研究.

证明:当i=j时,|f(ai)-f(aj)|=|ai-aj|,结论显然成

立; (12分)
当2≤i<j时,结合第(2)问结论|f(an)-f(an+1)|<|an-

an+1|得|f(ai)-f(aj)|=|f(aj)-f(aj-1)+f(aj-1)-
f(aj-2)+…+f(ai+1)-f(ai)|

≤|f(aj)-f(aj-1)|+|f(aj-1)-f(aj-2)|+…+
|f(ai+1)-f(ai)| (14分)

<|aj-aj-1|+|aj-1-aj-2|+…+|ai+1-ai|
=(aj-aj-1)+(aj-1-aj-2)+…+(ai+1-ai)=|ai-aj|.
综上所述,|f(ai)-f(aj)|≤|ai-aj|. (17分)

                          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 本题属于新高考新背景下的新定义问题,这种考题一

般都比较高屋建瓴,大多具有高等背景,多取材于课本的课后阅

读材料、大学课本、竞赛一试,甚至直接改编于IMO,难度一般比

较大.解决此类问题时,常可以通过以下方法或技巧来剖析问题:

1.
 

可通过举例子的方式,将抽象的定义转化为具体简单的应

用,从而加深对信息的理解;

2.
 

可用自己的语言转述新信息所表达的内容,如果能清晰描

述,那么说明对此信息的理解较为透彻;

3.
 

发现新信息与所学知识的联系,并从描述中体会信息的本

质特征与规律;

4.
 

如果新信息是课本知识的推广,那么要关注此信息与课本

中概念的不同之处,以及什么情况下可以使用书上的概念.
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  1~7,9,10,12,13,15~17,18(1),19(1)(2),合计112分.
  上述分数是基础题和中档题的分数,是通过科学的训练

能够拿到的分数,你拿到了吗?

1.
 

D 因为1+2z =2-i
,所以2

z =1-i
,则z= 2

1-i=

2(1+i)
(1-i)(1+i)=1+i.

2.
 

C A=(-1,3),B=[0,+∞),所以A∩B=[0,3).

3.
 

D 2x-1x2  
7

的展开式的通项为Tr+1=Cr
7(2x)7-r·

-1x2  
r

=(-1)r27-rCr
7x7-3r,令7-3r=-2,得r=3,故含1

x2
的

项的系数为(-1)324C37=-16×35=-560.
4.

 

C 由S10-S3=35,得a4+a5+a6+a7+a8+a9+a10=
35,所以7a7=35,即a7=5.由a3+a10=7,得a6+a7=7,则a6=
2,故公差为a7-a6=3.

5.
 

B 设圆锥底面圆的半径为r,高为h,则 πr
1
2×2r×h

=2π,

解得h=12
,所以r= 1-14 =

3
2.故该圆锥的体积为1

3π×

3
4×

1
2=

π
8.

                          
                          

 
 6.

 

A 【启发式分析】由于指数与对数的底数不确定,故需对

指数与对数的底数进行分类讨论.

当a>1时,若x≤a,则f(x)=ax-a 为增函数,f(x)≤
f(a)=1,若x>a,则f(x)=loga(x+a)+1为增函数,则

f(x)>f(a)=loga2a+1=loga2+2>2,不符合题意;当0<a<1
·6·
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  故u3-3u2-u+3<v<4-4u. (12分)
综上所述,点P 的集合为

(x,y)
x>1,

4-4x<y<x3-3x2-x+3  或

0<x<1,

x3-3x2-x+3<y<4-4x  . (13分)

(2)
 

由题意知,g'(x)=(x+1)ex,
所以在点(s,g(s))处的切线方程为y=(s+1)es(x-s)+ses.
设Q(m,n)(m<0)为g(x)的“3切点”,
则关于s的方程n=(s+1)es(m-s)+ses 有3个不同的解.
令h(s)=(s+1)es(m-s)+ses,则直线y=n 与曲线y=

h(s)恰有三个不同的交点,

h'(s)=(s+2)es(m-s)=-es(s+2)(s-m).
当-2<m<0时,h(s),h'(s)随s的变化情况如表所示.

s (-∞,-2) -2 (-2,m) m (m,+∞)

h'(s) - 0 + 0 -

h(s) ↘
极小值

h(-2)
↗

极大值

h(m)
↘

  因为极小值h(-2)=e-2(-m-4)<0,极大值h(m)=
mem<0,

且当s→-∞时,h(s)→0,当s→+∞时,h(s)→-∞,
所以e-2(-m-4)<n<mem.
当m=-2时,h'(s)=-es(s+2)2≤0,h(s)单调递减,不符合

题意.
当-4<m<-2时,h(s),h'(s)随s的变化情况如表所示.

s (-∞,m) m (m,-2) -2 (-2,+∞)

h'(s) - 0 + 0 -

h(s) ↘
极小值

h(m)
↗

极大值

h(-2)
↘

  因为极大值h(-2)=e-2(-m-4)<0,极小值h(m)=
mem<0,

且当s→-∞时,h(s)→0,当s→+∞时,h(s)→-∞,
所以mem<n<e-2(-m-4).
当m≤-4时,h(s),h'(s)随s的变化情况如表所示.

s (-∞,m) m (m,-2) -2 (-2,+∞)

h'(s) - 0 + 0 -

h(s) ↘
极小值

h(m)
↗

极大值

h(-2)
↘

  因为极大值h(-2)=e-2(-m-4)≥0,极小值h(m)=
mem<0,

且当s→-∞时,h(s)→0-,当s→+∞时,h(s)→-∞,
所以mem<n<0.

综上所述,点Q 的集合为 (x,y)
-2<x<0,

e-2(-x-4)<y<xex  
或
-4<x<-2,

xex<y<e-2(-x-4) 或
x≤-4,

xex<y<0  . (17分)

                          
 
                          

 
 
 在求解“k切点”问题时,关键是利用其定义将切线问

题转化成求解方程根的个数问题,再利用导数求得函数单调性,
运用数形结合的思想即可得出结论.

                          
 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 第 (2 )问 点 Q 的 集 合 会 错 误 地 写 成

(x,y)
x<-2,

xex<y<-
x+4
e2 或

-2<x<0,

-x+4e2 <y<xe
x   ,原因是忽略

了所构造的h(s)图象向左的变化趋势.
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八省联考(山西、河南、陕西、内蒙古、四川、
云南、宁夏、青海2025年1月适应性测试)
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􀦻 􀦻

􀦻􀦻

  1,7,9,10,12,13,15~17,18(1)(2),19(1)①,合计112分.
  上述分数是基础题和中档题的分数,是通过科学的训练

能够拿到的分数,你拿到了吗?

1.
  

C 由题意,可得A∩B={0,1}.

2.
   

D 依题意,f(x)的最小正周期T=2π1=2π.

3.
   

C 由题意得|2-4i|= 22+(-4)2=25.
4.

   

B 因为a=(0,1),b=(1,0),所以a-b=(-1,1),故

a·(a-b)=0×(-1)+1×1=1.

5.
  

C 解法1 由方程x2-y
2

9=1
,得a=1,b=3,所以渐近线

方程为y=±
b
ax=±3x.

解法2 由x2-y
2

9=0
,得y2=9x2,所以其渐近线方程为y=

±3x.
6.

   

A 由题意可知,圆锥的底面半径R=1,母线长l=2,高

h= l2-R2= 22-12= 3,所以圆锥的体积V=13πR
2h=

3
3π.

                          
                          

 
 7.

   

C 【启发式分析】由于所给出的三角形的条件是两条边及

其中一边的对角,因此可以应用正弦定理或余弦定理来求解.

解法1(余弦定理法) 设AB=x,根据余弦定理得BC2=
AC2+AB2-2AC·AB·cos∠BAC,已知 BC=8,AC=10,

cos∠BAC=35
,代入可得82=102+x2-2×10×x×35

,即x2-

12x+36=0,解得x=6.由于BC2+AB2=64+36=100=AC2,则

△ABC为直角三角形,所以△ABC的面积S=12×6×8=24.
 

解法2(正弦定理法) 因为cos∠BAC=35
,所以sin∠BAC=

4
5.由正弦定理 BC

sin
 

A=
AC
sin

 

B
,得sin

 

B=ACsin
 

A
BC =

10×45
8 =1.

又 B∈ (0,π),所 以 B = π
2
,从 而 AB = AC2-BC2 =

100-64=6,所以△ABC的面积S=12×6×8=24.

                          
                          

 
 8.

   

B 【启发式分析】去掉函数f(x)中的绝对值,转化为分段

函数来分段处理.
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解法1(分类讨论法) 由题意知,f(x)=x|x-a|-2a2=

x2-ax-2a2, x≥a,

-x2+ax-2a2,x<a. 因为当x<a 时,f(x)=-x2+ax-

2a2=- x-a
2  

2

-7a
2

4 <0
,所以a≤2.当x≥a时,f(x)=(x-

2a)(x+a),在(2,+∞)上,有f(x)>0.
                                                  【启发式分析】考虑此时的函数f(x)的两个零点的大小关系.

①若2a>-a,即a>0,则当x>2a 时,f(x)>0,从而2≥
2a,此时有0<a≤1;②若2a=-a,即a=0,则f(x)=x2>0在

(2,+∞)上成立;③若2a<-a,即a<0,则当x>-a时,f(x)>
0,从而2≥-a,此时有-2≤a<0.综上,实数a 的取值范围是

[-2,1].
                          

                          
 
 【启发式分析】将函数f(x)转化为分段函数,借助于数形结合

的方法来加以研究.

解法2(数形结合法) 由题意,得f(x)=x|x-a|-2a2=
x2-ax-2a2, x≥a,

-x2+ax-2a2,x<a. 

图1
 

图2
 

图3
当a>0,a=0,a<0时,函数f(x)的图象分别为图1、图2、图

3,且函数f(x)的零点分别为2a,0,-a.当a>0时,要使得x>2
时,f(x)>0,则2a≤2,即0<a≤1;当a=0时,x>2时,f(x)>0
恒成立;当a<0时,要使得x>2时,f(x)>0,则-a≤2,即-2≤
a<0.综上,实数a的取值范围是[-2,1].
                          

                          
 
 【启发式分析】利用x>2时,f(x)>0将不等式进行转化,从

而求解.

解法3(等价转换法) 由f(x)>0,得|x-a|>
2a2

x
,从而

x-a>2a
2

x
或x-a<-2a

2

x
,也即

(x-2a)(x+a)
x >0 ①

或x2-ax+2a2

x <0 ②.因为x>2,所以不等式①和②分别等价

于(x-2a)(x+a)>0和x2-ax+2a2<0.因为x2-ax+2a2>0
恒成立,所以当x>2时,f(x)>0等价于当x>2时,(x-
2a)(x+a)>0.故①若2a>-a,即a>0,则当x>2a时,f(x)>
0,从而2≥2a,此时有0<a≤1;②若2a=-a,即a=0,则f(x)=
x2>0在(2,+∞)上成立;③若2a<-a,即a<0,则当x>-a
时,f(x)>0,从而2≥-a,此时有-2≤a<0.综上,实数a的取值

范围是[-2,1].
                          

 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 本题所采用的三种解法中,解法1与解法2是问题的

常规解法.相比而言,解法2更为直观、简洁,这是由于它有效地

利用了函数图象的直观性;解法3则是通过等价转换法,将原不

等式在x>2时,f(x)>0等价转换为当x>2时,(x-2a)(x+
a)>0,从而简化了问题的研究.

9.
  

ABC 对于A,因为F(2,0)是抛物线C:y2=2px的焦点,

所以p
2=2

,解得p=4,故A正确;对于B,设点M(x0,y0)在y2=

8x上,所以x0≥0,所以|MF|=x0+p
2≥

p
2=|OF|

,故B正确;

对于C,因为以点M 为圆心且过点F 的圆的半径长|MF|=x0+2
为点M 到抛物线C的准线的距离,所以以M 为圆心且过点F 的

圆与抛物线C的准线相切,故C正确;对于D,

解法1 当∠OFM=120°时,x0>2,
y0

x0-2=tan
 

60°= 3,且

y20=8x0,y0>0,所以 3y20-8y0-163=0,解得y0=43或

y0=-
43
3
(舍去),所以△OFM 的面积S△OFM=

1
2|OF|×|y0|=

43,故D错误.
解法2 因为M 是抛物线上一点,所以它到准线的距离等于

|MF|.过点M 作x轴的垂线,垂足为N,过点M 作准线的垂线,

垂足为P,则|MF|=|MP|,则|ON|=|OF|+|FN|=p
2+|FN|=

p
2+|MF|cos∠MFN=p

2 +
1
2|MF|=|MP|-p

2
,所以

|MF|=2p=8,所以S△OFM =
1
2
·|OF|·|MF|sin∠OFM=

1
2×2×8×

3
2=43

,故D错误.

10.
  

ACD 对于A,令y=sinh
 

x=e
x-e-x

2
,因为y=ex,y=

e-x 分别是R上的增函数、减函数,所以双曲正弦函数是增函数,故

A正确;对于B,令g(x)=cosh
 

x=e
x+e-x

2
,则g'(x)=

ex-e-x

2
,

由A知,g'(x)为增函数,又g'(0)=
e0-e0

2 =0,故当x∈(-∞,0)

时,g'(x)<0,当x∈(0,+∞)时,g'(x)>0,故g(x)在(-∞,0)
上单调递减,在(0,+∞)上单调递增,故B错误;对于C,tanh

 

x=

sinh
 

x
cosh

 

x=

ex-e-x

2
ex+e-x

2

=e
x-e-x

ex+e-x=
e2x-1
e2x+1=1-

2
e2x+1

,由于y=e2x+1

在R上单调递增,且y=e2x+1>1,故tanh
 

x=1- 2
e2x+1

是增函

数,故C正确;对于D,由C知,tanh
 

x=e
2x-1
e2x+1

,则tanh(x+y)=

e2x+2y-1
e2x+2y+1

, tanh
 

x+tanh
 

y
1+tanh

 

xtanh
 

y =

e2x-1
e2x+1+

e2y-1
e2y+1

1+e
2x-1
e2x+1

·e
2y-1
e2y+1

=

(e2x-1)(e2y+1)+(e2y-1)(e2x+1)
(e2x+1)(e2y+1)+(e2x-1)(e2y-1) =

e2x+2y+e2x-e2y-1+e2x+2y-e2x+e2y-1
e2x+2y+e2x+e2y+1+e2x+2y-e2x-e2y+1=

2e2x+2y-2
2e2x+2y+2=

e2x+2y-1
e2x+2y+1

,

故tanh(x+y)=
tanh

 

x+tanh
 

y
1+tanh

 

xtanh
 

y
,故D正确.

                          
 
 
                          

 
 
 
 11.

  

ABD 【启发式分析】所谓无损伤地变为图中的绳结,本
质就是等价.因此我们可以从两个方面来加以解决:一是从实际

操作的方式来解决问题,二是沿绳结的某处剪开拉直看是否相

同.
·81·
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解法1(实际操作法) 对于A,原图中的圆环不可解开,则无

法无损变为一个圆,所以无法得到A选项;对于D,三个圆不是一

根绳,所以无法得到D选项;对于B,C,我们可以采用实际操作的

方式来判断,通过实际操作可以判断出无法得到选项B,但可以得

到选项C.
解法2(等价转换法) 在原图中的绳结上任选一点剪开拉直,

可得它为一个结,因此只需在选项中的四个绳结上任选一点,剪开

拉直后来判断它是否为一个结.对于A,任选一点剪开后拉直无

结,故得不到A.对于D,任选一点剪开后拉直后不是一个结,故得

不到D.对于B,C,任选一点剪开后拉直得到的是一个结,但B,C
选项得到的结的“走向”不同,为此,进一步来判断原图的“走向”,
原图中带箭头的绳先从绳的下方“穿过”,然后,它又从绳的上方

“穿过”(如图1所示).选项B的绳是先从绳的上方“穿过”,然后,
它又从绳的下方“穿过”,因此得不到B(如图2所示);而选项C中

的绳先从绳的下方“穿过”,然后,它又从绳的上方“穿过”(如图3
所示),故可得到C.

图1  图2  图3
                          

 
 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 
 本题来源于拓扑学中的纽结问题,很多智商测试中常

见.但它并非要求我们去学习拓扑学的知识,它其实考查的是我

们的数学素养以及解决问题的基本方法,比如何为“无损伤地变

为”的含义以及操作法.这也提醒我们,新高考的题目将不局限于

纯数学内容,以后会涉及类似于脑筋急转弯、智力题、空间想象

题,甚至常识题!

12.
  

e 由f(ln
 

2)f(ln
 

4)=8,可得aln
 

2·aln
 

4=8,即

aln
 

2+ln
 

4=a3ln
 

2=8,也即(aln
 

2)3=23.因为a>0且a≠1,所以

aln
 

2=2,两边取对数得ln
 

2·ln
 

a=ln
 

2,解得a=e.
                          

 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 

13.
  3
56

 

 【启发式分析】从这8张卡片中随机抽出的3张卡

片上的数字之和与其余5张卡片上的数字之和相等,故抽出

的3张卡片上的数字之和应为18,因此用列举法列出和为18
的3张卡片.

从8张卡片中随机抽出3张,则样本空间中总的样本点数为

C38=
8×7×6
3×2 =56.因为1+2+3+4+5+6+7+8=36,所以要使

抽出的3张卡片上的数字之和与其余5张卡片上的数字之和相等,
则抽出的3张卡片上的数字之和应为18,则抽出的3张卡片上的

数字的组合有(8,7,3),(8,6,4),(7,6,5),共3种,所以符合抽出

的3张卡片上的数字之和为18的样本点共3个,所以抽出的3张

卡片上的数字之和与其余5张卡片上的数字之和相等的概率为

3
56.

                          
 
                          

 
 
 14.

  

22 【启发式分析】寻找△OPM 与△MNQ 之间的关系

是解决问题的基本思路,为此,通过研究曲线C 的性质来加以判

断.

令f(x)=x3-
2
x
,x≠0,则f(-x)=-f(x),所以曲线C

所对应的函数为奇函数.又当x>0时,函数f(x)=x3-
2
x

单调递

增,故函数f(x)在(-∞,0)上也单调递增,曲线C 的大致图象如

图所示.

因为直线l1,l2 均过坐标原点O,所以M,N 两点关于原点对

称,P,Q 两点关于原点对称,故四边形PMQN 为平行四边形.因

为S△OPM=2,所以S△MNQ=22.
                          

 
                          

 
 
 充分利用曲线图象关于原点对称的性质,确定点的对

称关系,这是解决本题的基础.通过对称关系,能够推导出相关线

段和三角形之间的等量关系,为后续的面积计算提供依据.

15.
  

解:(1)由列联表知,s=100+80=180,t=80+70=150.
(3分)

(2)由列联表知,未服用药物A的动物有s=180(只),
未服用药物A且患疾病B的动物有80只, (5分)

所以未服用药物A的动物患疾病B的频率为80
180=

4
9
,

所以未服用药物A的动物患疾病B的概率的估计值为P=
4
9. (8分)

(3)零假设为H0:药物A对预防疾病B无效. (9分)

χ2=400
(100×70-150×80)2

180×220×250×150 =2
 

000
297 ≈

 

6.734>6.635,

(11分)
根据小概率值α=0.01的独立性检验,推断H0 不成立,
即认为药物A对预防疾病B有效,该推断犯错误的概率不超

过0.01,
所以根据小概率值α=0.01的独立性检验,能认为药物A对

预防疾病B有效.
 

(13分)

16.
  

(1)证明:由an+1=
3an

an+2
,得 1

an+1
=
an+2
3an

=23
·1
an
+

1
3
,

则1- 1
an+1

=23-
2
3
·1
an
=23 1-

1
an  . (3分)

又 1-1an  的首项为1-1a1=
2
3≠0

,【1】

所以数列 1-1an  是以2
3

为首项,2
3

为公比的等比数列.

(5分)

(2)
 

解:由(1)得,1-1an
=23×

2
3  

n-1

= 2
3  

n
,故an=

1

1- 2
3  

n. (8分)

                          
 
                          

 
 
 (3)【启发式分析】注意到数列{an}为分式形式,从而得数列

{bn}也为分式形式.研究分式形式的问题常用的方法是常数分离

法,以此将复杂的分式转化为简单的形式来加以研究.

证法1(常数分离法) bn=
1- 2

3  
n

1- 2
3  

n+1=
3
2+

1

2 23  
n+1

-2
,
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bn+1=

3
2+

1

2 23  
n+2

-2
. (11分)

因为0<23<1
,所以-2<2 23  

n+2

-2<2 23  
n+1

-2,从而

bn<bn+1<1. (15分)
                          

                          
 
 【启发式分析】根据所要证明的对象可知,问题本质就是判断

数列 bn  的单调性,因此,应用比较法(作差或作商)来加以判断.

证法2 因为bn=
an+1

an
= 3n+1

3n+1-2n+1·
3n-2n

3n =3
(3n-2n)
3n+1-2n+1,

(10分)

所 以 bn+1 - bn = 3(3n+1-2n+1)
3n+2-2n+2 - 3(3n-2n)

3n+1-2n+1 =

3·6n

(3n+2-2n+2)(3n+1-2n+1). (12分)

因为n∈N*,所以3n+2-2n+2>0,3n+1-2n+1>0,故bn+1-
bn>0,即bn+1>bn. (13分)

又 bn =
3(3n-2n)
3n+1-2n+1 =

3
2 + 1

2 23  
n+1

-2
,所 以 -2<

2 23  
n+2

-2<2 23  
n+1

-2,故bn+1<1,从而bn<bn+1<1.

(15分)
                                                   

 【1】没有说明1-1a1=
2
3≠0

,扣2分.

                          
                          

 
 判断数列{an}为等比数列的必要条件是a1≠0,不能

忽略对a1 不为0的判断.

                          
 
 
                          

 
 
 
 求数列中项的取值范围,本质就是确定数列的单调性,

而判断数列的单调性通常有两种方法:一是邻项比较法,即通过

比较相邻两项的大小关系来得到它的单调性;二是函数法,即将

它转化为函数,应用判断函数的单调性的方法来加以解决.

17.
  

解:(1)当a=1,b=-2时,f(x)=ln
 

x-2x-x
,其中

x>0,【1】则f'(x)=
1
x+

2
x2-1=

x-x2+2
x2 .

由f'(x)=2,即
x-x2+2

x2 =2,得x=-23
(舍去)或x=1.

(3分)
又f(1)=-3,即切线过点(1,-3),

 

故切线方程为y+3=
2(x-1),即2x-y-5=0. (6分)

(2)因为f'(x)=
a
x -b

x2-1=
-x2+ax-b

x2
,由x=1是

f(x)的极小值点,得f'(1)=-1+a-b=0,即a=b+1,故

f'(x)=
-x2+(b+1)x-b

x2 =-
(x-1)(x-b)

x2 . (8分)

                          
                          

 
 【启发式分析】讨论导数f'(x)的零点1,b是否在函数f(x)

的定义域内以及它们的大小关系,来确定b的取值范围.

①若b≤0,由f'(x)>0,得x∈(0,1),由f'(x)<0,得x∈
(1,+∞),故f(x)在(0,1)上单调递增,在(1,+∞)上单调递减,
此时x=1是f(x)的极大值点,不满足题意; (10分)

②若0<b<1,由f'(x)>0,得x∈(b,1),由f'(x)<0,得

x∈(0,b)∪(1,+∞),则f(x)在(b,1)上单调递增,在(0,b),(1,

+∞)上单调递减,【2】此时x=1是f(x)的极大值点,不满足题意;
(12分)

③若b=1,则f'(x)=-
(x-1)2

x2 ≤0,f(x)在(0,+∞)上单

调递减,无极值,不满足题意; (13分)

④若b>1,由f'(x)>0,得x∈(1,b),由f'(x)<0,得x∈
(0,1)∪(b,+∞),则f(x)在(1,b)上单调递增,在(0,1),(b,

+∞)上单调递减,此时x=1是f(x)的极小值点,满足题意.
综上,x=1是f(x)的极小值点时,b>1. (15分)

                          
 
                          

 
 
 【1】没有写函数f(x)的定义域扣1分.

【2】函数f(x)在(0,b),(1,+∞)上单调递减,若写成“在(0,b)∪
(1,+∞)上单调递减”,扣1分.

18.
  

(1)解:根据题意,设椭圆的方程为x2

a2+
y2

b2=1
(a>b>0).

因为椭圆的左、右焦点分别为F1(-1,0),F2(1,0),所以c=
1. (1分)

又因为椭圆C的离心率为1
2
,所以a=2,从而得b2=3,所以

椭圆的方程为x2

4+
y2

3=1.
(3分)

(2)证明:由M0(1,4),F1(-1,0)得直线M0F1 的斜率k=2,

F1M0 的中点坐标为(0,2),所以线段F1M0 的垂直平分线方程为

y=-
1
2x+2.

(5分)

由

x2

4+
y2

3=1
,

y=-
1
2x+2

,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 得x2-2x+1=0,解得x=1,从而y=

3
2.

(7分)

故线段F1M0 的垂直平分线与C恰有一个公共点 1,32  .

(8分)
                          

 
                          

 
 
 (3)【启发式分析】通过设出点M 的坐标,得到线段F1M 的垂

直平分线方程,利用线段F1M 的垂直平分线与椭圆只有一个公

共点来求得点M 的轨迹方程.

证法1(设点法) 设M(x0,y0),当y0=0时,线段F1M 的垂

直平分线方程为x=
x0-1
2
,此时

x0-1
2 =±2,x0=5或x0=-3.

(9分)

当y0≠0时,F1M 的垂直平分线方程为y=-
x0+1
y0  x-

x0-1
2  +y02=-x0+1y0 x+

x20+y20-1
2y0 . (10分)

由
y=-

x0+1
y0 x+

x20+y20-1
2y0

,

3x2+4y2=12 消去y,得

3x2 + 4 (x0+1)
2

y20
x2 -

(x0+1)(x20+y20-1)
y20

x +

(x20+y20-1)2

4y20  =12,
即 3+

4(x0+1)2

y20  x2 -
4(x0+1)(x20+y20-1)

y20
x +

(x20+y20-1)2

y20
-12=0. (12分)

因为线段F1M 的垂直平分线与C恰有一个公共点,

所以Δ=
16(x0+1)2(x20+y20-1)2

y40
-4 3+4(x0+1)

2

y20  ·
·02·
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(x20+y20-1)2

y20
-12  =0,

即y40+(2x20-14)y20+x40-18x20-32x0-15=0,
即(y20+x20+2x0+1)(y20+x20-2x0-15)=0. (15分)

因为x20+y20+2x0+1=(x0+1)2+y20>0,所以x20+y20-
2x0-15=0,

而(5,0),(-3,0)也满足该式,
故点M 的轨迹是圆,该圆的方程为x2+y2-2x-15=0,即

(x-1)2+y2=16. (17分)
                          

 
                          

 
 
 【启发式分析】注意到证法1中直接设点M 的坐标来求它的

轨迹方程时,线段F1M 的垂直平分线方程比较复杂,因此直接设

线段F1M 的垂直平分线方程来处理问题.

证法2(设线法) 当直线F1M 的斜率不为0时,设线段F1M
的垂直平分线l的方程为y=kx+m.

由
y=kx+m,

x2

4+
y2

3=1
, 得(4k2+3)x2+8kmx+4m2-12=0,

由Δ=64k2m2-4(4k2+3)(4m2-12)=0得m2=3+4k2.
(10分)

                          
 
 
 
                          

 
 
 
 
 【启发式分析】注意到直线l与F1M 的交点E 为线段F1M 的

中点,因此求点M 的轨迹方程本质只需求得点E 的轨迹方程,而

点E 为直线l与直线F1M 的交点.因此,利用m2=3+4k2 来消

去它们中的参数k,m,从而求得点E 的轨迹方程.

由题意知,F1M:y=-
1
k
(x+1),即x+ky=-1 ①,

而l:y=kx+m,即kx-y=-m ②.
设直线l与F1M 的交点为E.

                          
 
 
 
                          

 
 
 
 
 【启发式分析】如何根据m2=3+4k2 来得到点E 的轨迹方

程? 一方面,将①②联立后,则(x,y)即为交点E;另一方面,注意

到m2=3+4k2 中的m,k为平方关系,因此将①②进行平方来加

以处理.

将①式与②式分别平方相加得(k2+1)(x2+y2)=m2+1,
而由m2=3+4k2 得m2+1=4(k2+1),从而x2+y2=4,即

为点E 的轨迹方程. (12分)

此处也可用如下解法:由 y=-
1
k
(x+1),

y=kx+m 解得
x=-mk+1k2+1

,

y=
m-k
k2+1

,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 

故x2+y2=
m2k2+1+m2+k2

(k2+1)2 =4. 
设M(x,y),则E x-1

2
,y
2  ,可得(x-1)2+y2=16.

(14分)
当直线l与椭圆的交点在x轴上时,M(5,0)或M(-3,0)满

足(x-1)2+y2=16; (15分)

当直线l与椭圆的交点在y 轴上时,M(-1,±23)满足

(x-1)2+y2=16. (16分)
因此,点M 的轨迹是以点(1,0)为圆心,4为半径的圆,它的轨

迹方程为(x-1)2+y2=16. (17分)
                          

 
 
 
                          

 
 
 
 
 【启发式分析】注意到线段F1M 的垂直平分线与椭圆的交点

P为垂直平分线上的点,因此利用垂直平分线的性质,有|MP|=
|F1P|.又由P 为椭圆上的点,联想到|PF1|+|PF2|=2a=4,

由此来确定点M 所满足的条件.

证法3(几何法) 设线段F1M 的垂直平分线l与C恰有一个

公共点P,则当点P 不在长轴上时,线段F1M 的垂直平分线l即

为椭圆在点P 处的切线,也为∠F1PM 的平分线.

作∠F1PF2 的平分线PH,根据椭圆的光学性质得PH⊥l,

所以∠F1PE+∠F1PH=90°,

则∠F2PH+∠EPM=90°,故∠F2PF1+∠F1PM=180°,

所以M,P,F2 三点共线, (12分)

所以|MF2|=|MP|+|PF2|=|PF1|+|PF2|=4,

所以点M 的轨迹是以点F2 为圆心,4为半径的圆. (15分)

当点P 在椭圆长轴上时,点 M 为(5,0)或(-3,0),也满足

|MF2|=4. (16分)

故点M 的轨迹是圆,该圆的方程为(x-1)2+y2=16.(17分)
                          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1.

 

判断直线与椭圆公共点的个数问题的方法及步骤:
(1)首先根据题意得到直线和椭圆方程;
(2)联立直线和椭圆方程,消元得到一元二次方程;
(3)计算Δ,根据Δ>0,Δ<0,Δ=0,判断直线与椭圆公共点

的个数.
2.

 

对于第(3)问中的三种证法,其中证法1是最为基础的方

法,它是直接利用条件来寻找点M 的轨迹方程,可以看出,这种

解法的运算量比较大,对计算的要求很高;证法2则是采用设线

法,通过分步求解的手段,即先求点E 的轨迹方程,然后求与之相

关的点M 的轨迹方程,降低了运算的难度,是一种不错的解题策

略;证法3则是从图形的几何特征出发,充分挖掘题目中的几何

要素来解题,可以发现,几乎没有运算量,但对思维能力的要求

较高.

19.
  

(1)①证明:如图1,在△ACD 中,由 AC=CD=1,

∠ADC=30°得∠CAD=∠ADC=30°,
所以∠BAC=∠DAB-∠CAD=120°-30°=90°,即AB⊥

AC. (1分)

又PC⊥AB,PC∩AC=C,PC,AC⊂平面 PAC,【1】所以

AB⊥平面PAC. (3分)

又AB⊂平面ABC,所以平面PAC⊥平面ABC. (4分)

图1

  

图2

                          
 
 
 
 
                          

 
 
 
 
 
 ②解法1(确定球心法) 【启发式分析】利用三棱锥P ABC

相邻两个平面的截面圆来确定球心O 的位置,注意到△ABC 是

直角三角形,因此它的截面圆的圆心为BC 的中点O1.由于AB
⊥平面PAC,为此,再确定平面PAC的截面圆的圆心O2,分别过

点O1,O2 作它们所在截面圆的垂线,则交点为球心O.
·12·
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如图2,由题意知,球O 经过△ABC的截面圆,圆心O1 是BC

的中点,

圆O1 的半径OC1=
1
2BC= 22. (5分)

设球O 经过△PAC 的截面圆,圆心为O2,由正弦定理,得圆

O2 的半径O2A=
AC
2sin30°=

1
1=1.

(6分)

设圆O1 与圆O2 的公共弦AC的中点为Q.
由①知,QO1⊥截面圆 O2,由球的截面性质知,四边形

OO1QO2 为矩形,

所以O2O=QO1=
1
2
, (8分)

所以球O 的半径OA= O2A2+O2O2= 52. (9分)

                          
                          

 
 解法2 【启发式分析】注意到AB⊥平面PAC,因此,利用侧

棱垂直于底面的模型来进行处理.

图3

如图3,设△PAC的外接圆半径为r,球的半径为R,则根据正

弦定理,得r= AC
2sin30°=1.

(6分)

因为AB⊥平面PAC,所以2R= AB2+(2r)2= 1+4=

5,

即R= 52. (9分)

                          
                          

 
 解法3 【启发式分析】建立空间直角坐标系,利用球心到三

棱锥P ABC四个顶点的距离等于半径来求解.

以A 为原点,AB,AC所在直线分别为x轴和y轴,建立如图

2所示的空间直角坐标系A xyz,

则A(0,0,0),B(1,0,0),C(0,1,0),P 0,32
,3
2  . (6分)

设球心为O(a,b,c),半径为R,则AO=BO=CO=PO=R,
所以a2+b2+c2=(a-1)2+b2+c2=a2+(b-1)2+c2=

a2+b-32  
2

+c- 32  
2

=R2,

解得a=12
,b=12

,c= 32
,R= 52

,所以球O 的半径为 5
2.

(9分)
                          

 
 
                          

 
 
 
 (2)解法1 【启发式分析】注意到AC⊥AB,当△ACD 沿AC

翻折时,这种垂直关系一直保持不变,因此,将△ACD(△ACP)放
在某个平面内保持不动,而让△ABC沿着AC翻折来建立空间直

角坐标系.

以A 为坐标原点,AC 所在直线为x 轴,△ACP 在平面xAy
内,建立空间直角坐标系,如图4所示,

图4

则C(1,0,0),P 3
2
,3
2
,0  ,AB=1,且AB⊥x 轴,故设

B(0,cos
 

θ,sin
 

θ),

故CP→= 1
2
,3
2
,0  ,CB→=(-1,cos 

θ,sin
 

θ),

则平面ACP 的一个法向量为n1=(0,0,1). (11分)

设平面BCP 的法向量为n2=(x,y,z),

则
n2·CB→=0,

n2·CP→=0, 即
1
2x+

3
2y=0

,

-x+ycos
 

θ+zsin
 

θ=0, 取y=sin
 

θ,则

x=-3sin
 

θ,z=-3-cos
 

θ,

即n2=(-3sin
 

θ,sin
 

θ,-3-cos
 

θ). (13分)

设平面ACP 与平面BCP 的夹角为φ,则cos
 

φ=
|n1·n2|
|n1||n2|=

|3+cos
 

θ|

7-3cos2θ+23cos
 

θ
. (14分)

令t=3+cos
 

θ∈ 3-1,3+1  ,

则cos
 

φ=
|t|

-3t2+83t-8
= 1

-8 1
t-

3
2  

2

+3
.

令m=1t∈
3-1
2
,3+1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,所以当m= 32
,即cos

 

θ=- 33

时,cos
 

φ取得最小值 3
3.

易知二面角A CP B 是锐二面角,因此,当B 0,- 33,
± 63 时,二面角A CP B 的余弦值最小,最小值为 3

3.(17分)

                          
 
                          

 
 
 解法2 【启发式分析】注意到AC⊥AB,当△ACD 沿AC 翻

折时,这种垂直关系一直保持不变,为此,将△ABC放在某个平面

内保持不动,而让△ACP 沿着AC翻折来建立空间直角坐标系.

以A 为坐标原点,AB→ 的方向为x轴正方向,建立如图2所示

的空间直角坐标系A xyz,【2】则B(1,0,0),C(0,1,0),CA→=
(0,-1,0),CB→=(1,-1,0).设P(p,q,r),则CP→=(p,q-1,r).

(11分)

由|CP→|=1,得p2+(q-1)2+r2=1,由题设知,cos<CA→,

CP→>=cos
 

120°,可 得q=
3
2
,于 是 p2+r2= 34.故 CP→ =

p,
1
2
,r  . (12分)

设平面ACP 的法向量为m=(x1,y1,z1),则
m·CP→=0,

m·CA→=0, 即

px1+
1
2y1+rz1=0

,

-y1=0, 可取m=(r,0,-p). (13分)

设平面BCP 的法向量为n=(x2,y2,z2),则
n·CP→=0,

n·CB→=0, 即

px2+
1
2y2+rz2=0

,

x2-y2=0, 可取n=r,r,-p-
1
2  . (14分)

因为p2+r2=
3
4
,所以|cos<m,n>|= 3+2p

3 7-4p2+4p
.设

·22·
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